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Evolução ao estado atual
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Noções de Base

Est. no sentido de Lyapounov e Assintótica

Definição

Um estado base U0(x, t) é dito estável no sentido de Lyapounov
se, para ∀ ǫ > 0 ∃ δ(ǫ) > 0 | ||u(x, 0)− U0(x, 0)|| ≤ δ,
||u(x, t)− U0(x, t)|| ≤ ǫ para todo t > 0

Definição

Um estado base U0(x, t), estável no sentido de Lyapounov, é
dito assintoticamente estável se ∃ δ > 0 | se
||u(x, 0)− U0(x, 0)|| ≤ δ, então lim

t→∞
||u(x, t)− U0(x, t)|| = 0
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Noções de Base

Est. no sentido de Lyapounov e Assintótica: exemplos
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Noções de Base

Estado base e Perturbação

Equações descrevendo um pb. Físico
Estado Base

Perturbação

Estado Base ψ0

Solução estacionária do problema

Satisfaz as equaçoes

Perturbações ψ̃ ≪ ψ0

Desvios em relação ao estado base

Substitui-se ψ0 + ψ̃ nas Eqs.

Análise estab. linear (linear em ψ̃)

Análise estab. não-linear
Fracamente não-linear

Termos ressoantes
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Noções de Base

Eq. Ginzburg-Landau: análise linear

Equação modelo

∂tψ + U∂xψ = µψ + ∂xxψ − |ψ|2ψ
ψ(x, t) = campo escalar complexo

µ e U = parâmetros

Eq. modelo para diversos sistemas físicos

Estado Base ψ0 = 0

Solução estacionária do problema

Substituindo ψ = ψ̃ + 0 e linearizando

(∂t + U∂x − µ− ∂xx)ψ̃ = 0
Dψ̃ = 0

Solução= ondas planas => ψ̃ = ψ̂ei(kx−ωt)

D(k, ω)ψ̃ = 0
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Noções de Base

Forçagem impulsional

D(k, ω)ψ̃ = S(x) = δ(x)δ(t)

Solução: função de Green G(x, t) associada ao operador D

ψ̃ = G(x, t)

Pode dar origem a 3 comportamentos diferentes

lim
t→∞

G(x, t) = 0 ∀ linha x/t = cte, então ψ0 é linearmente estável

lim
t→∞

G(x, t) = 0 em x/t = 0, então ψ0 é convectivamente instável

lim
t→∞

G(x, t) = ∞ em x/t = 0, então ψ0 é absolutamente instável
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Noções de Base

Análise temporal vs. análise espacial

ψ̃ = ψ̂ei(kx−ωt)

Temporal: k ∈ R e ω ∈ C

ω = ωr + iωi

em princípio, para instab. absoluta
cresc. exponencial como eωit

ωi > 0 ⇒ lin. instável
ωi < 0 ⇒ estável
ωi = 0 ⇒ estabilidade neutra
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Noções de Base

Análise temporal vs. análise espacial

ψ̃ = ψ̂ei(kx−ωt)

Espacial: k ∈ C e ω ∈ R

k = kr + iki

em princípio, para instab. convectiva
cresc. exponencial como e−kix

ki < 0 ⇒ lin. instável
ki > 0 ⇒ estável
ki = 0 ⇒ estabilidade neutra

As duas análises estão relacionadas pelo Teorema de Gaster
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Noções de Base

Teorema de Gaster

Lemma

Seja cg = ∂krω a velocidade de grupo de uma instabilidade
inicial, onde kr é o número de onda real, então as taxas de
crescimento temporal e espacial se relacionam da seguinte
forma:

ωT
i = −cg kS

i
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Noções de Base

Example of temporal analysis

Application to G.L. Equation
(∂t + U∂x − µ− ∂xx)ψ̃ = 0

Temporal: k ∈ R e ω ∈ C

D(ω, k) = −iω + iUk − µ+ k2

ω = ωr + iωi

ωi = µ− k2

ωr = kU ⇒ c = ωr/k = U

Long wave instability
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Noções de Base

Critério de Estabilidade Linear

Seja uma perturbação genérica

ψ(x, t) =
1

2π

∫

Fk

∫

Lω

ψ̂(x, t)ekx−ωtdωdk

Huerre and Rossi (1998) mostraram que a solução de Dψ̃ = S para um caminho

de integração escolhido como Fk ∈ R é dominada pelos pólos de integração

ψ(x, t) =
−i
2π

∑

j

∫ +∞

−∞

Ŝ(k, ωj)

∂xD(k, ωj)
ekx−ωjtdk

Lemma

Uma C.N.S de estabilidade é que ωji < 0 ∀j e em todos os
números de onda k
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Noções de Base

Critério de Estabilidade Linear

Seja uma perturbação genérica

ψ(x, t) =
1

2π

∫

Fk

∫

Lω

ψ̂(x, t)ekx−ωtdωdk

Huerre and Rossi (1998) mostraram que a solução de Dψ̃ = S para um caminho

de integração escolhido como Fk ∈ R é dominada pelos pólos de integração

ψ(x, t) =
−i
2π

∑

j

∫ +∞

−∞

Ŝ(k, ωj)

∂xD(k, ωj)
ekx−ωjtdk

Estabilidade Temporal => C.N.S de estabilidade
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Inviscid Shear flows

Incompressible-inviscid shear flows

Euler Eqs.

∇ · ~V = 0
∂t~V + ~V · ∇~V = −∇P

Basic state
~U(~x, t) = U(y)~ex

P(~x, t) = P
Flow parallel to the x direction

Invariant in x and z direction

Perturbations

~u(~x, t) = u~ex + v~ey + w~ez

p(~x, t) = p

Total

~V(~x, t) = U(y) + u~ex + v~ey + w~ez

P(~x, t) = P + p

Basic state
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Inviscid Shear flows

Linear Perturbation Eqs.

Inserindo ~V e P nas Eqs. Euler e linearizando

∇ ·~u = 0
(∂t + U∂x)~u + U

′
v~ex = −∇p

O problema é invariante por translações no tempo e nas direções x e z

u = û(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
v = v̂(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
w = ŵ(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
p = p̂(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.

Inserindo nas Eqs. linearizadas:

ikxû + ∂yv̂ + ikzŵ = 0
i(kxU − ω)û + U

′
v̂ = −ikxp̂

i(kxU − ω)v̂ = −∂yp̂
i(kxU − ω)ŵ = −ikzp̂
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Inviscid Shear flows

Linear Perturbation Eqs.

+ condições de contorno

û, v̂, ŵ, p̂ → 0 para y → ±∞
ou,

v̂ = 0 para y = y1, y = y2

Este sistema é do tipo

Lφ = ωMφ

Onde φ = (û, v̂, ŵ, p̂) e L e M são operadores diferenciais lineares

P/ dado vetor de onda:

det(L − ωM) = 0, p/ sol. não trivial
D(~k, ω) = 0, rel. dispersão
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Inviscid Shear flows

Transformação e teorema de Squire (1933)

Seja a transformação

k̃2 = k2
x + k2

z
c̃ = c = ω/kx

ω̃ = c̃k̃ =
√

k2
x + k2

y/kx

k̃ũ = kxû + kzŵ
ṽ = v̂
p̃ = p̂k̃/kx

Inserindo no sistema anterior:

ik̃ũ + ∂yṽ = 0
ik̃(U − c̃)ũ + U

′
ṽ = −ik̃p̃

ik̃(U − c̃)ṽ = −∂yp̃

+ condições de contorno

ũ, ṽ, p̃ → 0 para y → ±∞
ou,

ṽ = 0 para y = y1, y = y2
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Inviscid Shear flows

Transformação e teorema de Squire (1933)

Sistema 2D equivalente

Lφ̃ = c̃Mφ̃
det(L − c̃M) = 0, p/ sol. não trivial
D(k̃, c̃) = 0, rel. dispersão

Lemma

A todo modo (~k, ω) tridimensional instável de taxa de
crescimento temporal ωi, pode ser associado um modo (k̃, ω̃)
bidimensional, mais instável (ω̃i ≥ ωi), de taxa de crescimento

temporal ω̃i = ωi

√

k2
x + k2

y/kx

Para determinar est./inst. linear em escoam. paralelos, basta
considerar perturbações 2D
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Inviscid Shear flows

Eq. de Rayleigh

Dado Teorema de Squire, Eqs. 2D

Para a função corrente U = ∂yΨ, V = −∂xΨ

[∂t + (∂yΨ)∂x − (∂xΨ)∂y]∇2Ψ = 0

onde

Ψ = Ψ + ψ

e linearizando

(∂t + U∂x)∇2ψ − U
′′
∂xψ = 0

cujas soluções são da forma

ψ = ψ̂(y)eik(x−ct)

obtém-se a Eq. de Rayleigh

(ψ̂′′ − k2ψ̂)− ψ̂U
′′
/(U − c) = 0
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Inviscid Shear flows

Eq. de Rayleigh

Se c = U, temos uma singularidade

Cond. de contorno:

ψ̂ → 0 para y → ±∞
ou

ψ̂ = 0 para y = y1 e y = y2

Dado o Teorema de Gaster, análise temporal ou espacial

Se ψ̂ é função própria associada ao valor próp. c, então ψ̂∗ é função própria

associada ao valor próp. c∗

Se c ∈ R, então perturbações se propagam sem se amplificar => Estável

Se c ∈ C, então c e c∗ são complexos conjugados => Instável
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Inviscid Shear flows

Teorema de Rayleigh

Lemma

A existência de um pto. de inflexão no perfil de velocidades do
escoamento de base é uma condição necessária (mas não
suficiente) de instabilidade.

Demonstração.

Basta fazer
∫ y2

y1
(Eq.Rayleigh) · ψ̂∗ e separar a parte imaginária,

que vale ci
∫ y2

y1

U
′′

|U
′′

−c|2
|ψ̂|2dy = 0. Logo U

′′ deve mudar de sinal

(inflexão).
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Inviscid Shear flows

Teorema de Rayleigh

Para escoamentos não-viscosos:

OBS: os mecanismos viscosos foram desprezados...
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Inviscid Shear flows

Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

Sejam 2 correntes paralelas do mesmo fluido

U difrerentes

U uniformes

mesmo ρ

sem tensão superficial

KH “clássica”

Eq. de Rayleigh com U
′′

= 0

ψ̂′′
j − k2ψ̂j

ψ̂j = Aje−ky + Bjeky
y = H + η(x, t)
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Inviscid Shear flows

KH

Cond. no infinito => ψ̂ limitada

A1 = 0 e B2 = 0

ψ̂1 = B1eky

ψ̂2 = A2e−ky

Cond. cinemática na interface:
~Vj ·~n = ~W ·~n para y = η

~n = ∇H
|∇H| = (−∂xη,1)√

1+∂xη2
≈ (−∂xη, 1)

dH = 0 ⇒ ~W ·~n = −∂tH
|∇H| = ∂tη√

1+∂xη2
≈ ∂tη

η = η̂eik(x−ct)

ψ̂1(0)/(U1(0)− c)−1 = ψ̂2(0)/(U2(0)− c)−1 = −η̂
logo, B1(U1 − c)−1 = A2(U2 − c)−1
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Inviscid Shear flows

KH

Cond. dinâmica na interface:

P1(η) = P2(η) => p1(0) = p2(0)
e, combinando com a comp. x da Eq. de Euler,

∂tU + U∂xU + V∂yU = −∂xP

(U1 − c)ψ̂′
1(0)− U

′
1ψ̂1(0) = (U1 − c)ψ̂′

2(0)− U
′
2ψ̂2(0)

logo, (U1 − c)kB1 = −(U2 − c)kA2
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Inviscid Shear flows

KH

A solução do sistema

ψ̂1 = B1eky

ψ̂2 = A2e−ky

B1(U1 − c)−1 = A2(U2(0)− c)−1

(U1 − c)kB1 = −(U2 − c)kA2

é

c = ω/k = Um ± i∆U

Um = (U1 + U2)/2
∆U = (U1 − U2)/2

2 modos correspondendo a 2 valores próprios conjugados

Para análise temporal (c = cr + ici):

Celeridade: cr = Um

Taxa de crescimento ωi = ±k∆U
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Inviscid Shear flows

KH: conclusões

O escoamento é instável para qualquer ∆U

Qualquer perturbação, qualquer k

Taxa de crescimento aumenta com k

Qto. menor o comp. de onda, mais instável

Ondas se propagam à mesma velocidade Um

Estas conclusões não-viscosas são pouco Físicas

Ignoramos a difusão viscosa

Estabiliza os pequenos comp. de onda

Na presença de interfaces, há ainda a capilaridade

Validade da análise não viscosa (análise dimensional):

k ≪ ∆U/ν

0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

k

ω
i
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Viscous Shear flows

Viscous vs. inviscid

Inst. não viscosas: presença de pto. de inflexão. Validade:

Escoam. a Re elevados e longe de paredes

Ex: jato livre, esteiras, camada de mistura

Longe de paredes, a viscosidade teria apenas papel difusivo

Apenas atenua a taxa de crescimento

A proximidade de paredes modifica bastante as coisas

Viscosidade é fundamental

Estáveis segundo Teorema de Rayleigh

Diferente da obs. experimental
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Viscous Shear flows

Incompressible viscous shear flow

NS equations

∇ · ~V = 0
∂t~V + ~V · ∇~V = −∇P + 1

Re∇2~V

Basic state
~U(~x, t) = U(y)~ex

P(~x, t) = P
Flow parallel to the x direction

Invariant in x and z directions

Perturbations

~u(~x, t) = u~ex + v~ey + w~ez

p(~x, t) = p

Total

~V(~x, t) = U(y) + u~ex + v~ey + w~ez

P(~x, t) = P + p

Estado base
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Viscous Shear flows

Linear Perturbation Eqs.

Inserindo ~V e P nas Eqs. Euler e linearizando = Eqs. Não Viscosas + 1
Re∇

2~u

∇ ·~u = 0
(∂t + U∂x)~u + U

′
v~ex = −∇p + 1

Re∇2~u

O problema é invariante por translações no tempo e nas direções x e z

u = û(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
v = v̂(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
w = ŵ(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.
p = p̂(y)ei(kxx+kzz−ωt) + c.c.

Inserindo nas Eqs. linearizadas = Eqs. Não Viscosas + (1/Re)(∂yy − k2
x + k2

z )

ikxû + ∂yv̂ + ikzŵ = 0
i(kxU − ω)û + U

′
v̂ = −ikxp̂ + (1/Re)(∂yy − k2

x + k2
z )û

i(kxU − ω)v̂ = −∂yp̂ + (1/Re)(∂yy − k2
x + k2

z )v̂
i(kxU − ω)ŵ = −ikzp̂ + (1/Re)(∂yy − k2

x + k2
z )ŵ
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Viscous Shear flows

Linear Perturbation Eqs.

+ condições de contorno

û, v̂, ŵ, p̂ → 0 para y → ±∞
ou,

û, v̂, ŵ, para y = y1, y = y2

Este é um problema de autovalores que só admite solução não trivial se:

D(~k, ω,Re) = 0

Transformação de Squire

Transformação pb. não-viscoso

+

R̃e = Rekx/k̃



Introdução Fundamentos Instabilidades em escoamentos bifásicos

Viscous Shear flows

Transformação e teorema de Squire (1933)

Inserindo a transf. no sistema anterior:

ik̃ũ + ∂yṽ = 0
ik̃(U − c̃)ũ + U

′
ṽ = −ik̃p̃ + (1/R̃e)(∂yy − k̃2)ũ

ik̃(U − c̃)ṽ = −∂yp̃ + (1/R̃e)(∂yy − k̃2)ṽ

+ condições de contorno

ũ, ṽ, p̃ → 0 para y → ±∞
ou,

ũ, ṽ = 0 para y = y1, y = y2

Sistema 2D equivalente

D(k̃, c̃, R̃e) = 0
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Viscous Shear flows

Teorema de Squire (1933)

Ou seja,

D(
√

k2
x + k2

z , ω
√

k2
x + k2

y/kx,Re kx/
√

k2
x + k2

z ) = 0

ω̃i ≥ ωi e R̃e ≤ Re

Lemma

A todo modo oblíquo(~k, ω) tridimensional instável de taxa de
crescimento temporal ωi para o número de Reynolds Re, pode
ser associado um modo (k̃, ω̃) bidimensional mais instável, de

taxa de crescimento temporal ω̃i = ωi

√

k2
x + k2

y/kx ≥ ωi para o

número de Reynolds Re kx/
√

k2
x + k2

z ≤ Re

Para determinar est./inst. linear em escoam. paralelos viscosos,
basta considerar perturbações 2D
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Viscous Shear flows

Eq. de Orr-Sommerfeld

Dado Teorema de Squire, Eqs. 2D

Para a função corrente U = ∂yΨ, V = −∂xΨ

Ψ = Ψ + ψ

e linearizando

Obtem-se eq. não-viscosa + (1/Re)(∂xx + ∂yy)2ψ

(∂t + U∂x)∇2ψ − U
′′
∂xψ = (1/Re)(∂xx + ∂yy)

2ψ

cujas soluções são da forma

ψ = ψ̂(y)eik(x−ct)

=> Eq. de Orr-Sommerfeld = Rayleigh + (1/ikRe)(∂yy − k2)2ψ̂

(U − c)(∂yy − k2)ψ̂ − U
′′
ψ̂ = (1/ikRe)(∂yy − k2)2ψ̂
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Viscous Shear flows

Eq. de Orr-Sommerfeld

(U − c)(∂yy − k2)ψ̂ − U
′′
ψ̂ = (1/ikRe)(∂yy − k2)2ψ̂

LAψ̂ = cLBψ̂

+ Cond. de contorno:

∂yψ̂ → 0 e ψ̂ → 0 para y → ±∞
ou

∂yψ̂ = 0 e ψ̂ = 0 para y = y1 e y = y2

Pb. autovalores

EDO 4a ordem com coef. não constantes

Não há solução geral exata

Métodos de perturbação

Soluções numéricas
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Fluidos em repouso

Instabilidade de Rayleigh-Taylor

Fluidos não miscíveis sobrepostos em campo gravitacional

Separados por interface horizontal

Sem efeitos de parede

Sem efeitos viscosos significativos

Rayleigh (1879, 1883)

Fisicamente, competição entre:

Gravidade

Tensão superficial



Introdução Fundamentos Instabilidades em escoamentos bifásicos

Fluidos em repouso

Dimensional analysis

W/b = (ρ2 − ρ1)g∀/b ∼ (ρ2 − ρ1)gη0/k

Ftens.sup/b ≈ 2 γθ ∼ γη0k
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Fluidos em repouso

Análise dimensional

Caso 1: ρ1 > ρ2

Fy/b = −(ρ1 − ρ2)gη0/k − γη0k
atua para baixo (força estabilizante)

Oscilador que desloca ∀/b ∼ k−2 e m/b ∼ (ρ1 + ρ2)k−2

para este oscilador:

κ = |F|/η0 ∼ (ρ1 − ρ2)g/k + γk
ω2 = κ/m ∼ [(ρ1 − ρ2)gk + γk3](ρ1 + ρ2)

−1

Caso 2: ρ1 < ρ2

A ação desestabilizante é mais forte se:

(ρ2 − ρ1)gη0/k > γη0k
logo

k2 < (ρ2 − ρ1)g/γ
λ > lc =

√

γ/(ρ2 − ρ1)g
Interface instável para perturbações com λ > lc = comprimento capilar
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Fluidos em repouso

Análise dimensional

Comprimento característico:

lc =
√

γ/|ρ2 − ρ1|g
Tempo característico:

τc =
√

lc/g = (γ/|ρ2 − ρ1|g3)1/4

Efeitos de parede

Desprezíveis se D ≫ lc

Efeitos viscosos

Desprezíveis se QDM se difundir em distância ≪ lc√
ντc ≪ lc

ou seja,
Rec = l2c/(ντc) ≫ 1
P/ interface ar-H2O, Rec ≈ 15 ≫ 1
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Fluidos em repouso

Análise de estabilidade

Solução de base

U1 = V1 = 0
U2 = V2 = 0
P1 = P0 − ρ1gy
P2 = P0 − ρ2gy
η = 0

Escoamento perturbado

Uj = Uj + uj

Vj = V j + vj

Pj = Pj + pj

η = 0 + η

Hipótese:

Perturbações irrotacionais

~uj = ∇φj

Justificativa

P/ perturbação, ∂tωj = ν∆ω
Rec ≫ 1 ⇒ ∂tωj = 0
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Fluidos em repouso

Eqs. Conservação

Massa

∂xUj + ∂yVj = 0 logo, p/ a perturbação

∂xxφj + ∂yyφj = 0

QDM

ρj∂tφj +
1
2ρj(∇φj)

2 + Pj + ρjgy = cte
linearizando e considerando o estado base na cte

ρj∂tφj + pj = 0

Condições de Contorno

Decréscimo em y → ±∞

φ1, p1 → 0 para y → −∞
φ2, p2 → 0 para y → +∞

Condição cinemática na interface

~V ·~n = ~W ·~n
logo, desenvolvendo (e linearizando):
v1(y = 0) = v2(y = 0) = ∂tη
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Fluidos em repouso

Eqs. Conservação

Condição dinâmica na interface

P1(η)− P2(η) = γ/R
onde

Pj = P0 − ρjgy + pj
1/R = −∇ ·~n é a curvatura da interface

p2(0)− p1(0) = γ∂xxη + (ρ2 − ρ1)gη

Inserindo os modos normais

φ(x, y, t) = φ̂(y)ei(kx−ωt)

η(x, y, t) = η̂(y)ei(kx−ωt)

p(x, y, t) = p̂(y)ei(kx−ωt)
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Fluidos em repouso

Relação de dispersão

Eqs. Conservação linearizadas

(∂yy − k2)φ̂j = 0
−iωρjφ̂j + p̂j = 0

Condições de contorno linearizadas

φ̂1 → 0, y → −∞
φ̂2 → 0, y → +∞
∂yφ̂1 = −iωη̂, y = 0
∂yφ̂2 = −iωη̂, y = 0
(p̂2 − ρ2gη̂)− (p̂1 − ρ1gη̂) = −k2γη̂, y = 0

Relação de dispersão

ω2 = k[γk2 − (ρ2 − ρ1)g](ρ2 + ρ1)
−1
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Fluidos em repouso

Análise

Análise temporal

k ∈ R e ω ∈ C

caso 1: ρ1 > ρ2

ω2 > 0 ⇒ ω ∈ R

ωi = 0 : estabilidade neutra

ωr 6= 0 : oscilações

ω =
√

[(ρ1 − ρ2)gk + γk3](ρ1 + ρ2)−1

cr = ωr/k =
√

[(ρ1 − ρ2)gk−1 + γk](ρ1 + ρ2)−1

ou seja,

cr =
√

[k2 + 1/l2c ]γ[(ρ1 + ρ2)k]−1

logo

k → 0 ⇒ c ∼ 1/
√

k
k → ∞ ⇒ c ∼

√
k
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Fluidos em repouso

Dimensional analysis
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Fluidos em repouso

Análise

caso 2: ρ1 < ρ2

ω2 = [k2 − 1/l2c ]kγ(ρ2 + ρ1)
−1

2.1) klc > 1 : ondas curtas

ω2 > 0 ⇒ ω ∈ R

ωi = 0 : estabilidade neutra

2.2) klc < 1 : ondas longas

ω2 < 0 ⇒ ω ∈ C

ωi = ±
√

−[γk3 − (ρ2 − ρ1)gk](ρ2 + ρ1)−1

logo
1 modo estável ωi < 0
1 modo instável ωi > 0
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Fluidos em repouso

Dimensional analysis

água-ar ⇒ lc ∼ 1 mm

λmax ∼ 10 mm
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Fluidos em movimento

Instabilidade de Rayleigh-Plateau

Esc. gravitacional de filete de líquido

Rodeado por gás

Sem efeitos viscosos significativos

Plateau (1857)

Rayleigh (1879)

Fisicamente, competição entre:

Inércia

Tensão superficial
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Filmes líquidos

Filme líquido em plano inclinado

Esc. gravitacional

Kapitza (1948, 1949), Benjamim (1957), Yih (1963), Benney (1966), Liu et al.

(1993)

Fisicamente, competição entre:

Inércia

Gravidade

Tensão superficial
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Filmes líquidos

Problema 2D

Eqs. do problema

∂xU + ∂yV = 0
ρ [U∂xU + V∂yU] = −∂xP + ρg sin θ + µ [∂xxU + ∂yyU]
ρ [U∂xV + V∂yV] = −∂yP + ρg cos θ + µ [∂xxV + ∂yyV]

Estado base

η = 0
V(y) = 0
U(y) = U0

(

1 − y2/h2
)

P(y) − P0 = −ρgy cos θ
onde

U0 = ρgh2 sin θ
2µ

Perturbações

U = U + u = U + ∂yψ
V = V + v = 0 − ∂xψ
Ξ = η + η = 0 + η
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Filmes líquidos

Problema 2D

Modos normais

ψ(x, y, t) = ψ̂(y)eiα(x−ct)

η(x, y, t) = η̂(y)eiα(x−ct)

onde

α = kh

Substituindo nas Eqs. do Pb.
(

D2 − α2
)2
ψ̂ = iαRe

[

(Ū − c)
(

D2 − α2
)

− D2Ū
]

ψ̂
onde

∂yy = D2

c normalizado por U0

Que é a Eq. de Orr-Sommerfeld

Obs: esc. base é paralelo => Teorema de Squire
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Filmes líquidos

Problema 2D

Cond. contorno não deslizamento (y = −h)

U = 0, V = 0
logo

Dψ̂(−1) = 0
ψ̂(−1) = 0

Condição cinemática na interface (y = η)

~V ·~n = ~W ·~n
logo, desenvolvendo:

ψ̂(0) − (c − 1)η̂(0) = 0

Condição dinâmica na interface (y = η)

continuidade da tensão tangencial na interface

salto da tensão normal na interface
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Filmes líquidos

Problema 2D

Condição dinâmica na interface (cont.)

~t · (Γ ·~n) = 0
~n · (Γ ·~n) − ~n · (−P0~n) = γ/R
onde
~t é o vetor tangente,~t ·~n = 0
Γ é o tensor de tensões

1/R = −∇ ·~n é a curvatura da interface

Assim, para um fluido newtoniano:
−2µ∂xη
(∂xη)2+1 (∂xU − ∂yV) + µ 1−(∂xη)

2

1+(∂xη)2 (∂yU + ∂xV) = 0

−P + 2µ
(∂xη)2+1 ((∂xη)

2∂xU + ∂yV − ∂xη(∂yU + ∂xV)) + P0 =
γ∂xxη

((∂xη)2+1)3/2
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Filmes líquidos

Problema 2D

Condição dinâmica na interface (cont.)

D2ψ̂(0) + α2ψ̂(0) + η̂D2Ū(0) = 0

−D3ψ̂(0)+
(

3α2 − iαRe(c − 1)
)

Dψ̂(0)+ iαRe
(

1
Fr + α2

We

)

η̂ =

0

EDO 4a ordem com coef. não constantes + cond. cont.

Não há solução geral exata

Métodos de perturbação

Soluções numéricas
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Filmes líquidos

Solução assintótica

Fazendo a expansão para ondas longas α≪ 1 (Benney,1966)

ψ̂(y) = ψ̂(0)(y) + αψ̂(1)(y) + O(α2)
c = c(0) + αc(1) + O(α2)

cuja solução para c truncada em O(ǫ)

c(0) = 2
c(1) = iRe 8

15

(

1 − 5
8

(

1
Fr +

α2

We

))

Taxa de crescimento é ωi = αci = α2c(1)

Condição de estabilidade marginal, ωi = 0 nos fornece:

Frc = 5
8

Rec = 5
4 tan θ

Próximos dos valores encontrados experimentalmente
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Filmes líquidos

Solução assintótica

Taxa de crescimento é ωi = αci = α2c(1)

Frc = 5
8

ωi = (Re/3) [(1/Frc)− 1/Fr]α2 − (1/3)(Re/We)α4

0 0.005 0.01
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5x 10
−5

α

ω
i

Fr
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Rugas e dunas

Modos de transporte

Re∗ =
d u∗
ν

θ =
τ

(ρp − ρ)gd

Bed-load : 0, 01 . θ . 1

Suspensão : θ & 1
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Rugas e dunas

Instabilidades de um leito granular

Perturbação do escoamento

defasagem à montante

Mecanismo instável

Efeitos de relaxamento

defasagem à jusante

Mecanismo estável

Efeitos gravitacionais

defasagem à jusante

Mecanismo estável
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Rugas e dunas

Linear stability analysis

Fluid flow perturbation

τ̂x = A
(

1
π

∫

∂xh
x−ξdξ + B∂xh

)

Bed-load flow rate

qsat ∝ τ 3/2

Relaxation effects

∂xq = qsat−q
Lsat

Gravity effects

τ̂eff ,x = A
(

1
π

∫

∂xh
x−ξdξ + Be∂xh

)

Mass conservation

∂th + ∂xq = 0

Normal modes

h(x, t) = Heσt−iωt+ikx

q(x,t)
Qsat

= 1 + Qeσt−iωt+ikx
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Rugas e dunas

Linear stability analysis

σ = 3Qsatk2(B−A|k|Lsat)
2[1+(kLsat)2]

ω = 3Qsatk|k|(A+B|k|Lsat)
2[1+(kLsat)2]

c = 3Qsat|k|(A+B|k|Lsat)
2[1+(kLsat)2]

Most Unstable mode
∂σ
∂k = 0

kmax ≈ 2Be
3A

1
Lsat

Lmax ≈ 3A
2Be

Lsat

σmax ≈ 2
9

B3

A2 (A − 2)Qsat
1

(Lsat)2

cmax ≈ B
A Qsat

1
Lsat
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Rugas e dunas

Long wave instability
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Long-wave instability

Most unstable mode

Lmax varies with fluid flow conditions
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Rugas e dunas

Experiments

Channel 120mm × 60mm e 6m comp.

Acrylic

Water + beads

glass beads d = 0.143mm,

d = 0.252mm, d = 0.530mm

zirconium beads d = 0.180mm

Camera

Franklin (2008)
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Rugas e dunas

Experiments
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Rugas e dunas

Evolução das instabilidades

Evolução após fase inicial

Amplitude passa a ser considerável

Evolução para formas 3D

Efeitos não-lineares presentes

Análise

Inst. inicial: o(ǫ) desprezado

Após fase inicial: o(ǫ) não pode ser desprezado

análise não-linear

Observações experimentais

Às vezes, λ não-linear é previsto pela análise

linear

Por que?
Franklin (2008)
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Rugas e dunas

Análise fracamente não-linear

Landau (1944) e Landau and Lifchitz (1959)
dA
dt = S A − κL|A|2A + O(A4)

h(x, t) = 1
2 (A(t)f (x) + A∗(t)f ∗(x))

A ∼ eS t ; S = σ + iω

Aplicação ao leito granular

∂th + B1h2 + B2(∂xh)2 + B3h∂xh + B4h + B5∂xh + B6 = 0

h(x, t) = 1
2

∞
∑

n=−∞

An(t)einkx

dAn
dt = SnAn + iB3

∞
∑

p=−∞

pAp+nA∗

p
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Rugas e dunas

Análise fracamente não-linear

dA1
dt = S1A1 − B3iA2A∗

1 + O(A4)

dA2
dt = S2A2 − B3iA2

1 + O(A4)

no início: dAn
dt ∼ σ1An << |σn|An

Encontra-se um fundamental
dA1
dt = S1A1 − κL|A1|

2A1

κL = −
B2

3
σ2
> 0

Bifurcação supercrítica

saturação do fundamental pelas

não-linearidades

amplitude satura a dado λ

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

σ
1
 / σ

1 max
|A

1| /
 |A

1 
m

ax
|

Franklin (2011)
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Rugas e dunas

Evolução das instabilidades

Análise fracamente não-linear aplicada ao leito

Indica a presença de um modo fundamental

O fundamental tem origem na fase linear
Interação não-linear dá origem a uma bifurcação
supercrítica

saturação da amplitude

Explicação plausível para a saturação observada

experimentalmente

Franklin (2008)
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Ondas de densidade

Escoamento gravitacional

Franklin and Alvarez Zambrano (2015)

Franklin and Alvarez Zambrano (2015)
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Ondas de densidade

Análise linear

Eq. plugs granulares

ρsc
(

∂vs
∂t + vs

∂vs
∂z

)

= ρscg − ∂P
∂z − ∂σzz

∂z − 2
Rσzr

Eq. massa + Darcy + rel. isentrópicas
∂P
∂t + vs

∂P
∂z + γP

(1−c)
∂vs
∂z − B∂2P

∂z2 = 0

Perturbações

P = P0 + P̃
vs = v0 + ṽ

Eqs. perturbações

ρsc
(

∂ṽ
∂t + v0

∂ṽ
∂z

)

= −∂P̃
∂z − B3v0

∂ṽ
∂z − B5v0ṽ

∂P̃
∂t + v0

∂P̃
∂z + γP0

(1−c)
∂ṽ
∂z − B1

∂2P̃
∂z2 = 0
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Ondas de densidade

Análise linear

Modos normais

P̃ = P̂ei(kz−ωt)

ṽ = v̂ei(kz−ωt)

inserindo nas Eqs.:
[

−ω + v0ik + B1k2 γP
(1−c) ik

ik ρsc (−iω + v0ik) + B3v0ik + B5v0

]

[

P̂
v̂

]

=

=

[

0
0

]
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Ondas de densidade

Escoamento gravitacional

0, 5 < k∗ < 1, 5

10D > λ > 4D

Acordo com dados experimentais

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−5

0

5

k*

ω
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B
1
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