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Introdugéo

Motivagcao

Diversos fendmenos fisicos

@ Industrial

@ Ondas interfaciais em dutos

@ Aglomeracdo/disperséo de
poluentes

@ Transic&o para a turbuléncia
em dutos

@ Instabilidades em jatos

@ Transicao de padrdes em
dutos (esc.bifasicos)

@ Ambiental

@ Inicio da convecgéo
@ Formagcéo de rugas e de

dunas
@ Ondas de gravidade

wikipedia (Creative Commons license)



Introdugéo

Instabilidades Hidrodinamicas

@ Grande interesse académico

@ Compreensédo de
mecanismos fisicos

@ Compreensdo das “Grandes
Estruturas”

@ Elaboracéo de ferramentas
de analise

@ Elaboracédo de métodos
numéricos

@ Utilizag&o de técnicas
experimentais avancadas

wikipedia (Creative Commons license)
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Breve historico

@ Faraday (1831)

@ Helmholtz (1868)

@ Kelvin (1871)

@ Rayleigh (1879) @ Landau (1944)
@ Reynolds (1883) @ Kapitza (1948)
@ Orr (1907) @ Gaster (1962)
@ Sommerfeld (1908) @ Chandrasekhar (1961)
@ Taylor (1923) @ Yih (1963)

@ Tollmien (1929)

@ Schlichting (1933)

@ Squire (1933)



Introdugéo

Evolucéo ao estado atual

@ Ferramentas analiticas

@ Andlises estabilidade

@ Métodos de Perturbagéo

@ Sistemas dinamicos ndo
lineares

@ Ferramentas numéricas
@ DNS

@ Métodos de colocacao
espectral

@ Ferramentas experimentais

@ Cameras rapidas Perturbation Methods

PIV

PLIF Franklin, 2008
LDA

® & ¢
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Nogdes de Base

Est. no sentido de Lyapounov e Assintotica

Definicao

Um estado base Up(x, t) é dito estavel no sentido de Lyapounov
se, paraVe >03d(e) > 0] [Ju(x,0) — Up(x,0)|| < 6,

[Ju(x,t) — Uo(x,1)|| < e paratodot >0

Definicdo

Um estado base Up(x, t), estavel no sentido de Lyapounov, é

dito assintoticamente estavel se 35 > 0 | se

[lu(x,0) — Up(x,0)|| < 4, entdo tIim [lu(x,t) — Up(x,t)|| = O
—00
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Nogdes de Base

Est. no sentido de Lyapounov e Assintotica: exemplos

dy/dt
o

dy/dt
o

-2 -2
_f15 0 5 _i12 0 2 4
y y
@ Lyapounov @ Assintotica

@ Péndulo ndo amortecido @ Péndulo amortecido
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Nogdes de Base

Estado base e Perturbacao

@ Equacdes descrevendo um pb. Fisico

@ Estado Base
@ Perturbacéo

@ Estado Base g

@ Solucgéo estacionéria do problema
@ Satisfaz as equagoes

@ Perturbagdes ¢ < v
@ Desvios em relagdo ao estado base

@ Substitui-se 1 + 1) nas Egs.
@ Andlise estab. linear (linear em )
@ Analise estab. ndo-linear

@ Fracamente ndo-linear
@ Termos ressoantes
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Nogdes de Base

Eq. Ginzburg-Landau: analise linear

Equacédo modelo

O 4+ Udxt) = pap + Octp — 1?9

@ (x,t) = campo escalar complexo

@ u e U = parametros

@ Eg. modelo para diversos sistemas fisicos
Estado Base g =0

@ Solugéo estacionaria do problema
Substituindo 1) = 1& + 0 e linearizando

@ (O +Udk—p— 0 =0

@ Dy=0
Solucédo= ondas planas => 1/; = 1/Azei(kxf“’t)

@ D(k,w) =0
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Nogdes de Base

Forcagem impulsional

@ D(kw)y =

SX) = 5(93(1)

@ Solugédo: fungdo de Green G(x, t) associada ao operador D
@ ¢ =G(x1)
@ Pode dar origem a 3 comportamentos diferentes

@ lim G(xt)
t—oo

@ lim G(x,t)
t—oo

o t|_|>r!>1O G(x,t)

= 0V linha x/t = cte, ent&o 1) é linearmente estavel
= 0em x/t = 0, entdo )y é convectivamente instavel

= oo em x/t = 0, entéo )y é absolutamente instavel
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Nogdes de Base

Andlise temporal vs. analise espacial

B = e
@ Temporal: k € Rew € C
@ w=wr +iwj
@ em principio, para instab. absoluta
@ cresc. exponencial como gmit
@ wj > 0 = lin. instavel

@ wj < 0 = estavel
@ wj = 0 = estabilidade neutra



Fundamentos
000000@0000

Nogdes de Base

Andlise temporal vs. analise espacial

QZJ _ 1Z)ei(kxfwl)
@ Espacial: k e Cew € R
o k=k +ik
@ em principio, para instab. convectiva
@ cresc. exponencial como g kX

@ ki < 0 = lin. instavel
@ ki > 0 = estavel
@ ki = 0 = estabilidade neutra

@ As duas andlises estao relacionadas pelo Teorema de Gaster
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Nogdes de Base

Teorema de Gaster

Seja ¢y = Ok w a velocidade de grupo de uma instabilidade
inicial, onde k; € o nimero de onda real, entdo as taxas de
crescimento temporal e espacial se relacionam da seguinte
forma:

w = —Cgle
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Nogdes de Base

Example of temporal analysis

@ Application to G.L. Equation
® (B +Ud—p—8x)h =0
@ Temporal: k € Rew € C
® D(w,k) = —iw+ iUk —pu +k?
Q@ w = wr + lwj
O w =p—K
Quw=kU=c=w/k=U
@ Long wave instability

1 — >0
.
\ ——u<0
0.5
Unstable
0
—\\\
05 Stapie
-1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
k
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Nogdes de Base

Critério de Estabilidade Linear

@ Seja uma perturbagéo genérica

1 N —w
Y(x,t) = %/Fk /LW ¥ (x, t)e*“dwdk

@ Huerre and Rossi (1998) mostraram que a solucdo de Dy = Spara um caminho

de integracdo escolhido como Fy € R é dominada pelos pélos de integracdo

S(kw —Wwj
Z / B &

Uma C.N.S de estabilidade € que wj; < 0Vj e em todos os
nameros de onda k
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Nogdes de Base

Critério de Estabilidade Linear

@ Seja uma perturbagéo genérica

1 n —w
Y(x,t) = %/Fk /Lw ¥ (x, t)e*“dwdk

@ Huerre and Rossi (1998) mostraram que a solug&o de D¢y = Spara um caminho
de integragé&o escolhido como Fx € R é dominada pelos poélos de integracéo

_ —i oo S(k,W') —wj
P(x 1) = Jz/w Dl

@ Estabilidade Temporal => C.N.S de estabilidade
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Inviscid Shear flows

Incompressible-inviscid shear flows

@ Euler Egs.
o V- \7:O
&) 8t +V-VV = —VP

@ Basic state
° U(K t) = P(Y)éx
o P(Xt) =
@ Flow parallel to the x direction
@ Invariant in x and z direction

@ Perturbations

o U(Xt) = ué + Vg, + we,

g p(K t) =p Basic state
@ Total

o V(X.t) = U(y) + U+ V& + W&,

o P(Xt) =P+p
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Inviscid Shear flows

Linear Perturbation Egs.

@ Inserindo V e P nas Egs. Euler e linearizando
eV-Uu=0
o (8 +Ud)u+U'vg = —Vp
@ O problema é invariante por translagdes no tempo e nas diregdes x e z
o u = ((y)gotkz—et) 4 cc,
o v = Y(y)dkxtkz=wt) 4 ¢c
o w = W(y)gktkz—et) 4 cc
o p = py)gietlez—wt) 4 ¢
@ Inserindo nas Egs. linearizadas:
o ikl + QY + ik =0
0 i(kU — w)a+ UV = —ikep
0 i(kU —w)v = —9,p
o (kU —w)w —ikzp
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Inviscid Shear flows

Linear Perturbation Egs.

@ + condigBes de contorno
e 0,V,W,p— Oparay — £oo
@ ou,
e V=0paray=y,y=Y
@ Este sistema é do tipo
e Lp = wMo
@ Onde ¢ = (0,7, W, p) e L e M sdo operadores diferenciais lineares
@ P/ dado vetor de onda:
@ det(L — wM) = 0, p/ sol. n&o trivial

—

@ D(k,w) = 0, rel. dispersao
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Inviscid Shear flows

Transformacéo e teorema de Squire (1933)

@ Seja a transformagéo

o K=K +K
o t=c=uw/k
5 — ok = . /K2 2
° Li_ CkA_ k)i—’_ky/kx @ + condigdes de contorno
0 Ku= I+ koW @ 0,V,p— Oparay — +oo
ov=r @ ou
L p: r’k/kx ’

o V=0paray=y,y=y

@ Inserindo no sistema anterior:

o iki+o,v=0
o ikU-¢c)u+Uv=—ikp
o ik(U—gWw=—ap
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Inviscid Shear flows

Transformacéo e teorema de Squire (1933)

@ Sistema 2D equivalente
o Ly = tMo
@ det(L — tM) = 0, p/ sol. néo trivial
@ D(k,€) =0, rel. dispersdo

—

A todo modo (k,w) tridimensional instavel de taxa de
crescimento temporal wi, pode ser associado um modo (k, @)
bidimensional, mais instavel (J; > wj), de taxa de crescimento

temporal @i = wi/kZ + kZ/ky

@ Para determinar est./inst. linear em escoam. paralelos, basta
considerar perturbag¢es 2D
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Inviscid Shear flows

Eg. de Rayleigh

@ Dado Teorema de Squire, Egs. 2D
@ Para afungéo corrente U = g0, V = —9x¥
o [0+ (B,1)dx — (81)8,] V2T = 0
@ onde
U =0T+
@ e linearizando
o (0 +U8)V2y -0 "84 =0
@ cujas solugdes sdo da forma
o = g(y)e
@ obtém-se a Eqg. de Rayleigh

o (¢ —Kp) —4U"/(U—~c) = 0
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Inviscid Shear flows

Eg. de Rayleigh

@ Se c = U, temos uma singularidade
@ Cond. de contorno:
@ i) - Oparay — +oo
@ ou
° ¢ =Oparay=yiey=y,
@ Dado o Teorema de Gaster, analise temporal ou espacial
@ Seyé fungéo propria associada ao valor prép. c, entdo P é fungéo propria
associada ao valor prép. c*

@ Sec € R, entdo perturbagdes se propagam sem se amplificar => Estavel

@ Sec € C, entdo ce c* sdo complexos conjugados => Instavel
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Inviscid Shear flows

Teorema de Rayleigh

Lemma

A existéncia de um pto. de inflexdo no perfil de velocidades do
escoamento de base € uma condi¢do necessaria (mas nao
suficiente) de instabilidade.

Demonstragéo

|

Basta fazer f Y2(Eq. Rayleigh) - 1/;* e separar a parte imaginaria,
que vale ¢; fy2 79 c|2|¢|2dy = 0. Logo U” deve mudar de sinal
(inflexao). O
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Inviscid Shear flows

Teorema de Rayleigh

@ Para escoamentos Ndo-viscosos:

i —

Lo PopE SER
esTAVEL o
I PSTAVEL

@ OBS: os mecanismos viscosos foram desprezados...

PODPE SER

INSTA VEL
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Inviscid Shear flows

Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

@ Sejam 2 correntes paralelas do mesmo fluido

%
o t —

@ U difrerentes ——— @

@ U uniformes —— e

@ mesmo p ——_— /'I-\ >

-~ YO - ~—aeo
@ sem tensdo superficial ) nf’ z
@ KH “classica”
_ —3|

@ Eq. de RayleighcomU” = 0 @

Py 7Z)j// . k2121j O
o i =Ae ™ + Be?

i

y=H+n(x1)
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Inviscid Shear flows

KH

@ Cond. no infinito => ¢ limitada
@ Ai=0eB,=0
] L;]_ = Bleky
® L;Z = Azeiky
@ Cond. cinematica na interface:
oV, -fi=W fiparay=rn
o= YH _ (8ml (=0, 1)

= VHL T e
— Iy — =OH _ _ 9n  .

o= ﬁék(x—ct)

° ¥1(0)/(Us(0) — )™ = (0)/(
@ logo, Bl(Ul — C)fl = A2(U2 — C)fl
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Inviscid Shear flows

KH

@ Cond. dindmica na interface:
@ Py(n) = P2(n) =>p1(0) = p2(0)
@ e, combinando com a comp. x da Eq. de Euler,
e QU +UBKU + VU = —oP
o (U1 —¢)i4(0) — U (0) = (U — €)ib5(0) — Uz, (0)

@ logo, (Ul — C)kBl = —(Uz — C)kAz
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Inviscid Shear flows

KH

@ A solucdo do sistema

[~ 1/)1 = B]_eky

=) 1/;2 = Aze_ky

] Bl(Ul — C) 1= AZ(UZ(O) — C) 1
) (U]_ — C)kBl = —(Ug — C)kAz

@ c=wk=UptiAU
) Um:(U1+U2)/2
] AU:(Ul_UQ)/Z

@ 2 modos correspondendo a 2 valores préprios conjugados
@ Para andlise temporal (c = ¢; +ic):

@ Celeridade: ¢, = U,

@ Taxa de crescimento wj = kAU
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Inviscid Shear flows

KH: conclusbes

@ O escoamento € instavel para qualquer AU
@ Qualquer perturbacgéo, qualquer k

@ Taxa de crescimento aumenta com k

1
@ Qto. menor o comp. de onda, mais instavel
0.5
@ Ondas se propagam a mesma velocidade Up,
~ . ~ . 3 0
@ Estas conclusdes nédo-viscosas sdo pouco Fisicas
@ Ignoramos a difusdo viscosa -0.5
@ Estabiliza os pequenos comp. de onda -1
. - I 0 0.5 1
@ Na presenca de interfaces, ha ainda a capilaridade Kk

@ Validade da andlise néo viscosa (andlise dimensional):

o k< AU /v



Fundamentos
@®0000000

Viscous Shear flows

Viscous vs. inviscid

@ Inst. ndo viscosas: presenca de pto. de inflexdo. Validade:
@ Escoam. a Re elevados e longe de paredes
@ Ex: jato livre, esteiras, camada de mistura

@ Longe de paredes, a viscosidade teria apenas papel difusivo
@ Apenas atenua a taxa de crescimento

@ A proximidade de paredes modifica bastante as coisas
@ Viscosidade é fundamental

@ Estaveis segundo Teorema de Rayleigh

@ Diferente da obs. experimental
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Viscous Shear flows

Incompressible viscous shear flow

@ NS equations

eV-V=0

@ QV+V VYV = VP + V&V
@ Basic siate

° U(Yv t) = U(y)éx

o P(Xt) =P

@ Flow parallel to the x direction

@ Invariant in x and z directions

@ Perturbations

o U(Xt) = ué + Vg, + we,

o p(Xt) =p

@ Total
o V(X.t) = U(y) + us + V&, + we,
o P(Xt) =P+p

Estado base
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Viscous Shear flows

Linear Perturbation Egs.

@ Inserindo V e P nas Egs. Euler e linearizando = Eqs. N&o Viscosas + 4, V20
o V-u=0
o (O +Ud)U+UVE = —Vp + V2
@ O problema é invariante por translagées no tempo e nas diregdes x e z
o u = ((y)gotkz—et) 4 cc,
o v = Yy)dkthkz—w) 4 ¢
o w = V(y)gxtkz—wt) 4 ¢,
o p = plyjelksrhe st 1 co
@ Inserindo nas Egs. linearizadas = Eqgs. N&o Viscosas + (1/Re)(dyy — k2 + k2)
o ikl + QY + ik =0
0 i(kU — w)0+ UV = —ikep+ (1/Re)(dyy — K2 + K2)
0 i(kU — w)¥ = —9,p+ (1/Re)(Dyy — k2 + K2)¥
@ (kU — w)W = —ikp+ (1/Re)(Byy — k2 + k&)W
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Viscous Shear flows

Linear Perturbation Egs.

@ + condigdes de contorno
e 0,V,W,p— Oparay — +oo
@ ou,
@ 0,V,W, paray=y,y=VY
@ Este é um problema de autovalores que s6 admite solugéo ndo trivial se:
e D(k,w,Re) =0
@ Transformag&o de Squire

@ Transformagao pb. ndo-viscoso
+

@ Re= Rek,/k
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Viscous Shear flows

Transformacéo e teorema de Squire (1933)

@ Inserindo a transf. no sistema anterior:
o iki+9v=0
0 ik(U—2)u+U'v=—ikp+ (1/Re)(8y, — k2)u
o ik(U—¢)V=—9p+ (1/Re)(dy — KAV
@ + condigdes de contorno
@ 0,V,p— Oparay — +oo
@ ou,
@ 0,v=0paray=y,y=¥

@ Sistema 2D equivalente

@ D(k,&,Re) =0
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Viscous Shear flows

Teorema de Squire (1933)

@ Ou seja,

o D(/IE 1K, w, /K2 + K2k, Reky/ /K +K2) = 0

o Ji>weRe<Re

Lemma

—

A todo modo obliquo(k, w) tridimensional instavel de taxa de
crescimento temporal w;j para o nimero de Reynolds Re, pode

ser associado um modo (k, @) bidimensional mais instavel, de
taxa de crescimento temporal w; = wj/kZ + k&/kX > wj para o
nimero de Reynolds Reky/+/kZ + k& < Re

@ Para determinar est./inst. linear em escoam. paralelos viscosos,
basta considerar perturbacées 2D
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Viscous Shear flows

Eg. de Orr-Sommerfeld

Dado Teorema de Squire, Egs. 2D
Para a funcgéo corrente U = oy, V = —0x¥
U =0+
e linearizando
Obtem-se eq. ndo-viscosa + (1/Re) (O + dyy)?1
o (3 + UV — U 0 = (1/Re)(B+ Ohy)?0
cujas solucdes séo da forma
o ¢ = (y)ek
=> Eq. de Orr-Sommerfeld = Rayleigh + (1/ikRe) (8yy — k?)%)

— A

o (U= )(By — k)i — U = (1/ikRe) (B — k)20
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Viscous Shear flows

Eg. de Orr-Sommerfeld

0 (U—0)(dy— k) —U") = (1/ikRe)(dyy — k2%
@ Lay) = clgt)
@ + Cond. de contorno:
° &) — 0ed — Oparay — 400
@ ou
° b = 0ey = Oparay=yiey=y
@ Pb. autovalores

@ EDO 4? ordem com coef. ndo constantes
@ N4o ha solugdo geral exata

@ Métodos de perturbacéo
@ Solugbes numéricas
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Fluidos em repouso

Instabilidade de Rayleigh-Taylor

@ Fluidos ndo misciveis sobrepostos em campo gravitacional
@ Separados por interface horizontal
@ Sem efeitos de parede
@ Sem efeitos viscosos significativos

@ Rayleigh (1879, 1883)

@ Fisicamente, competi¢do entre:

@ Gravidade
@ Tenséo superficial
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Fluidos em repouso

Dimensional analysis

Y- Tk
) PR

.
7 AT )
F 1 e

@ (ﬂ-/dl‘V3

@ W/b = (p2 — p1)9¥/b ~ (p2 — p1)gno/k
o ths.wp/b ~ 2790 ~ ymok



Instabilidades em escoamentos bifasicos
[e]e] lelelelelelelele]e)

Fluidos em repouso

Analise dimensional

@ Casol:ipy>p2

Fy/b = —(p1 — p2)9no/K — ynok

@ atua para baixo (for¢a estabilizante)

@ Oscilador que desloca V/b ~ k=2 e m/b ~ (p1 + p2)k—2

@ para este oscilador:
o £ =[F|/1o ~ (pr—p2)g/k+k .
o w?=r/m~ [(p1— p2)OK+ 7K](p1 + p2)~

@ Caso2: p1 < p2

@

@ A acdo desestabilizante é mais forte se:
® (p2 — p1)gno/K > ymok

logo
o K < (p2—p1)9/y

oA >le=+/7/(p2—p1)9
@ Interface instavel para perturbagdes com X\ > I = comprimento capilar
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Fluidos em repouso

Analise dimensional

@ Comprimento caracteristico:

o lc = /v/lp2—pilg
@ Tempo caracteristico:
— — _ 3\1/4
° 7 /9 = (v/|p2 — p1l9°)

@ Efeitos de parede
@ Despreziveis se D > I¢
@ Efeitos viscosos
@ Despreziveis se QDM se difundir em distancia < I¢

N R
ou seja,
o Re.=12/(vre) > 1
@ P/interface ar-H,0, Re; = 15> 1
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Fluidos em repouso

Analise de estabilidade

@ Solucéo de base
o U1:V1:O
*] ngvZZO
@ Py =Po— pgy
o Py = Pg — p2gy
o7n=0

@ Hipdtese:
@ Perturbagbes irrotacionais
o U = V¢
@ Justificativa

@ Escoamento perturbado N
@ P/ perturbagdo, Oiwj = VAw

o Ui=Uj+y o Re;>1 = Owj=0
o Vi=V+y
o P=P+p

on=0+n
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Fluidos em repouso

Egs. Conservacéo

@ Massa
@ OkU; + 0yV; = O logo, p/ a perturbagéo
® 0w + Oy =0
@ QDM
° PO+ 30(Vy)? + P + pigy = cte
linearizando e considerando o estado base na cte
® o +p =0
@ Condigbes de Contorno
@ Decréscimoemy — +oo
@ ¢1,p1 — Oparay - —o0
@ ¢p,p2 — Oparay — +oo
@ Condicéo cinematica na interface
oV -Ai=W-n
logo, desenvolvendo (e linearizando):

@ vi(y=0) =w(y=0) =0
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Fluidos em repouso

Egs. Conservacéo

@ Condig&o dinamica na interface

e Py(n) — P2(n) = v/R

onde
@ P =Po—pgy+p
@ 1/R = —V - éacurvatura da interface

@ P2(0) — p1(0) = vOun + (p2 — p1)In
@ Inserindo os modos normais

o d(x,y,t) = ¢(y)dk—et
o n(xy.t) = ﬁ(y)é(kx “H
o p(x,y,t) = p(y)etx-eb
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Fluidos em repouso

Relacao de dispersao

@ Egs. Conservagéo linearizadas

° (By—K)dy =0

o —iwp¢y +p =0
@ Condigdes de contorno linearizadas

® $1 0, y— —00

@ ¢ =0, y— +o0

® Oyp1 = —iwn, y=0

® dypy = —iwi, y=0

o (P2 — p207) — (Pr — p207) = —K>v7), y=0
@ Relagdo de dispersdo

o w? = K[y — (p2 = p1)gl(p2 + p1)*
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Fluidos em repouso

Analise

@ Andlise temporal
okeReweC
@ caso 1: p1 > p»

@ uw>0=weR
@ wj = 0: estabilidade neutra
@ wy # 0: oscilagdes
°
)

w=/[(p1r — p2) K+ 7K (p1 + p2) 1
¢ = wi/k=/[(p1 — p2)ok T+ K| (p1 + p2) 1
ou seja,
o ¢ = /[ +1/I2[(p1 + p2)k 72
logo
ok—0=c~1/vk
@ k—oo=c~ vk
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Fluidos em repouso

Dimensional analysis
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Fluidos em repouso

Analise

@ caso 2: p1 < p2
o w? = [k —1/Ifky(p2 + p1) "
@ 2.1) klc > 1: ondas curtas
@ uw>0=weR
@ wj = 0: estabilidade neutra
@ 2.2)klc < 1: ondas longas
o uw<0=wecC

o wi=+y/~[1K—(p2 — p1)dK](p2 + p1) 1
logo

@ 1 modo estavel wj < 0

@ 1 modo instavel wj > 0




Fluidos em repouso
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Dimensional analysis

@ aguaar=lc ~1mm

@ Apax ~ 10mm
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Fluidos em movimento

Instabilidade de Rayleigh-Plateau

@ Esc. gravitacional de filete de liquido
@ Rodeado por gas
@ Sem efeitos viscosos significativos
@ Plateau (1857)
@ Rayleigh (1879)
@ Fisicamente, competicdo entre:

@ Inércia
@ Tens&o superficial
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Filmes liquidos

Filme liquido em plano inclinado

@ Esc. gravitacional
@ Kapitza (1948, 1949), Benjamim (1957), Yih (1963), Benney (1966), Liu et al.
(1993)
@ Fisicamente, competicéo entre:
@ Inércia
@ Gravidade
@ Tensdo superficial

y
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Filmes liquidos

Problema 2D

@ Egs. do problema
o 6xU + (9yV =0
° plUU + vayu] = —OP + pgsind + p[0xU + 8WU]
@ p[UOY + Vo] = =P + pgcost + p [0V + OyV]

@ Estado base

e =0
e V(y) =0
o U(y) = Uo (1-y*/I)
@ P(y) — Po = —pgycosé
onde 2ane

0U0=7pgzu

@ Perturbacdes
eU=U+u=U+ oy
oV =V+v=0- o
o=Z=n+n1n=0+n
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Filmes liquidos

Problema 2D

@ Modos normais

° Y(xYt) = P(y)gt=
o n(x.y,t) = Ai(y)e*t®
onde
@ o = kh
@ Substituindo nas Egs. do Pb.
o (D2 — 0?4 = iaRe[(U —¢) (D? — o?) — D20] ¢
onde
® Oy = D2
@ cnormalizado por Up
@ Que é a Eqg. de Orr-Sommerfeld

@ Obs: esc. base é paralelo => Teorema de Squire
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Filmes liquidos

Problema 2D

@ Cond. contorno néo deslizamento (y = —h)
eU=0V=0
Iogp
e Dy(-1) =0
o P(—1) =0
@ Condigdo cinematica na interface (y = 7)
oV .fi=W.i

logo, desenvolvendo:
® 9(0) — (c—1)j(0) = 0
@ Condigéo dinamica na interface (y = n)
@ continuidade da tensao tangencial na interface
@ salto da tensdo normal na interface
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Filmes liquidos

Problema 2D

@ Condigéo dinamica na interface (cont.)

oT.(''A) =0
o fi-(I'-f) — i (—Pofi) = v/R

onde
@ Té o vetor tangente, T- =0
@ I' é o tensor de tensdes
@ 1/R = —V - éacurvatura da interface
@ Assim, para um fluido newtoniano:

—2udy 1—(3xm)®

0 FEL (U — AV) + g (QU + 8V) = 0
0 —P+ 2 (00?0 + WV — d(dU + V) + Po =

Y Oxx™
((8xm)?+1)%/2
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Filmes liquidos

Problema 2D

@ Condigéo dinamica na interface (cont.)
@ DZ)(0) + o2 (0) + 7D2U(0) = 0
o —D3)(0) + (302 — iaRe(c — 1)) D{H(0) + iaRe (% + Wb) i =
0
@ EDO 42 ordem com coef. ndo constantes + cond. cont.
@ Na&o ha solugdo geral exata

@ Métodos de perturbacéo
@ Solugbes numéricas
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Filmes liquidos

Solucao assintotica

@ Fazendo a expanséo para ondas longas o < 1 (Benney,1966)

o U(y) = vO(y) + aD(y) + O(a?)
o c=cO 4 ac® + O(a?)

@ cuja solugéo para c truncada em O(e)

Y C(O) =2
1) _ ipa8 5(1 a?
o cM = iRed (1_§(ﬁ+vx7;))
@ Taxa de crescimento é w; = aCj = a?c

@ Condigéo de estabilidade marginal, wj = 0 nos fornece:

® Fre = 2
_ .5
® R& = zto

@ Préximos dos valores encontrados experimentalmente
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Filmes liquidos

Solucao assintotica

@ Taxa de crescimento é w; = aC = a?c®
5
o Frc = 8

o wi = (Re/3) [(1/Frc) — 1/Fr] a? — (1/3)(Re/We)a*

-5

x 10

15
1
0.5
0
-0.5

Fr

a

5 0.005 0.01
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Rugas e dunas

Modos de transporte

Suspension

0000 {.o
ST

Charriage

H—’H—/
py)
o
1

= o

S E

@ Bed-load: 0,01 560 <1

@ Suspensédo: 621
Lit fixe
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Instabilidades de um leito granular

@ Perturbagéo do escoamento
@ defasagem a montante
@ Mecanismo instavel

@ Efeitos de relaxamento
@ defasagem a jusante
@ Mecanismo estéavel

@ Efeitos gravitacionais

@ defasagem a jusante
@ Mecanismo estéavel

erosion_| , deposition

| Bed-load
Fluid Flow /Wrt rate

—] 1

Instability

érosion |, déposition
—

|

_ g Bed-load
Fluid Flow Mn rate
— L

j—

g
[ Dune

Stability
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Rugas e dunas

Linear stability analysis

@ Fluid flow perturbation

0 A= A(%f Jhge 1 B@Xh)
@ Bed-load flow rate
3/2

=)

T @ Normal modes

Osat—q o h(xt) = Heot—iwt+ikx

") axq = Leat ) @ — ]__|_Qet7t—iwt+ikx
'sat

@ Relaxation effects

@ Gravity effects
o furx—A (L[ 2hd¢ + Bedkh)
@ Mass conservation

) Bth—I—qu:O
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Rugas e dunas

Linear stability analysis

@ Most Unstable mode
_ 3Qsatk?(B—AlK|Lsat)

o0 21+ (ko)) 0 2 _0
~ 2Be 1
_ 3Qaak|K|(A+Bk|Lsa) QO knex & g
ow 20+ (Ko7 "
[*) Lmax ~ ﬁLsaI
3
o - 3Qul(A+BKLs) ® oma ~ (A= 2Quly

2[1+(KLsat)?
[T+ (k)] ® o~ 2l
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Rugas e dunas

Long wave instability

0.15 02 Franklin (2010)
0.1 0.15 e
- 7 Ay 5 o
< oosf o 01
o ‘/\\ oos| @ Long-wave instability
005 01 0.2 0 o1 0.2 @ Most unstable mode
sat sat

, @ Lax varies with fluid flow conditions
Franklin (2010)
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Rugas e dunas

Experiments

t=17,2s

@ Channel 120mm x 60mm e 6m comp.

t=22,2s

@ Acrylic
@ Water + beads

@ glass beads d = 0.143mm,
d = 0.252mm, d = 0.530mm
@ zirconium beads d = 0.180mm

t=27,2s

t=32,2s

t=37,2s

@ Camera

Franklin (2008)
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Experiments
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1 i T 1
08l Y (®)
B 1
1
E 0.6/ - X
~ N (]
- 0.4¢ o
S
0000
t NG
02] oo W oo -
0
0 200 400 600 800

Franklin (2015)
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Rugas e dunas

Evolucéo das instabilidades

@ Evolucdo apos fase inicial
@ Amplitude passa a ser consideravel
@ Evolugéo para formas 3D
@ Efeitos ndo-lineares presentes
@ Andlise
@ Inst. inicial: o(e) desprezado
@ Ap6s fase inicial: o(e) ndo pode ser desprezado
@ andlise ndo-linear
@ Observagdes experimentais
@ As vezes, A ndo-linear é previsto pela analise
linear
@ Por que?

Franklin (2008)

t=17.2s

t=22,2s

t=27.2s

t=32,2s

t=37.25
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Rugas e dunas

Analise fracamente nao-linear

@ Landau (1944) e Landau and Lifchitz (1959)
@ B = SA— kL |APA+ O(A%)
@ h(x,t) = 3 (AT + A" (B)f*(x))
@ A~ et S=0+iw

@ Aplicagdo ao leito granular

@ Oth+ Bih? + By(dkh )2 + Bs3hdxh + Bsh 4+ Bsdkh + Bg = 0

@ h(x,t) =1 Z An(t)d™

nN=-—o0

=SA+iBs D> pApinA;

p=—o0
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Rugas e dunas

Analise fracamente nao-linear

Pe = S1A; — BaiAA} + O(A%)

P2 — SA; — ByiAZ + O(A?)

no inicio: % ~ 1A, << |on|An 05

1 maxl

Encontra-se um fundamental
dA
o = 31A1 — kL|APA

o HL:—?2>O -05

1

[AI71A

@ Bifurcacdo supercritica

~ -1 -0.5 0 0.5 1
@ saturagdo do fundamental pelas o,/c

nao-linearidades

i Franklin (2011)
@ amplitude satura a dado A
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Rugas e dunas

Evolucéo das instabilidades

@ Andlise fracamente ndo-linear aplicada ao leito

@ Indica a presenca de um modo fundamental

@ O fundamental tem origem na fase linear

@ Interagao nao-linear da origem a uma bifurcacao
supercritica

@ saturacdo da amplitude

@ Explicagéo plausivel para a saturagdo observada
experimentalmente

Franklin (2008)

t=17,2s

1=22,2s

t=27,2s

t=32,2s

t=37,2s
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Ondas de densidade

Escoamento gravitacional

Franklin and Alvarez Zambrano (2015)

Franklin and Alvarez Zambrano (2015)
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Ondas de densidade

Analise linear

@ Eq. plugs granulares
OVs Ovs) __ <
® psC (B¢ + Vsgs) = psCY — 35 — B — &0z
@ Eq. massa+Darcy+reI |sentrépicas

+ VS + (lfypc) %st BY%

822 =0
o Perturbaqoes

@ P=Pg+ P

@ Vs=Vy+V
@ Egs. perturbagdes

) psC(@ —I—V @) = —2 — B3V0 — BsvpV

& +vo% + (fpi) g\zl 822 =0
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Ondas de densidade

Analise linear

@ Modos normais
o P = pdlew
o V = ydlle—u)

@ inserindo nas Egs.:

< O
[
Il

ik psC (7iw + Voik) + Bawoik + Bsvg

-[ 5]

-+ voik + Byk? ik } [
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Ondas de densidade

Escoamento gravitacional

® 0,5<k*<15
@ 10D > A\ > 4D

@ Acordo com dados experimentais

3.5
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